Stabilitat invertierter Pendel

Michael Hartmann

Kaffeeseminar
4. November 2016




Uberblick

@ Einleitung
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® Beispiele



Invertierte Pendel

balancing cart (1976), https://en.wikipedia.org/wiki/Inverted_pendulum


https://en.wikipedia.org/wiki/Inverted_pendulum

Invertierte Pendel

hoverboard, https://de.wikipedia.org/wiki/E-Board


https://de.wikipedia.org/wiki/E-Board

Invertierte Pendel

Einrad, https://en.wikipedia.org/wiki/Unicycle


https://en.wikipedia.org/wiki/Unicycle

Doppelpendel

Koordinaten

x1 = Lsin 6,

Yy, = —Lcos 6,

X9 = Lsinf; + Lsinf,
Yos = —Lcosf; — Lcos by

Lagrange-Funktion

L=T-V
1

T = -mv®
va

V =—-mgL (3 + 2cosf; + cosfy)



Linearisieren um 6; ~ 65 ~ 7
Kinetische Energie

1 . . . . 1 . . ..
T= 5m(xlz—i—y% +35 4+ U3) & §mL2 (29% +9%+29192)

Potentielle Energie (A; = 6; — 7)
2

AZ
V =—-mgL (3 + 2cosf; + cosfy) =~ —mgL (A%—i— 2)

Lagrange-Funktion

L~

N~

. . . . 2
mL? (ZA? +A%+ 2A1A2) + mgL <A% + A;)



Linearisieren um 6; ~ 65 ~ 7

Euler-Lagrange-Gleichungen

doc or
dtoA; 04

Bewegungsgleichungen
£ 1 1 / 2 A 1\ A 1

Eigenfrequenzen

T
w:—i, W9 = 4] — 4| ——
! L\ 2-v2 2 LV 2+v2

— —

~1.8478 ~0.7654



Normalkoordinaten

Kleine Abweichungen A; ~ 0 in Normalkoordinaten

X-wX;=0, j=12

Als System 1. Ordnung
d (%) _(0 1\(%
ac () =\ o) (%

Eigenwerte

)\1}2 = iwj

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase



Stabilisieren

Aufhéngung O oszilliere nun mit Frequenz wo und Amplitude ¢ nach
oben und unten

.. 2
)g—wj?(uag)cos(wot)))g:o, j=1,....N

Reskalieren mit 7 = wgt

&2x;
dr2

+ (aj+ Bjcos 1) X; =0, j=1,..

)

. 2/ 2 2
mit o = —wi /wy, B =—wie/g



Stabilisieren

Aufhéngung O oszilliere nun mit Frequenz wo und Amplitude ¢ nach
oben und unten

.. 2
X - w? (1+€°;0cos(wot)))g:0, j=1,....N

Reskalieren mit 7 = wgt

&2x;
dr2

+ (aj+ Bjcos 1) X; =0, j=1,....N

)

. 2/ 2 2
mit o = —wi /wy, B =—wie/g

= N ungekoppelte Mathieu-Gleichungen



Mathieu-Gleichung

Mathieu-Gleichung

Y(t) + (a+ Bcost)y(t) =0

Eigenschaften
e linear
e homogen
e 27-periodisch



Floquet-Theorem

Theorem: Jede Fundamentalmatrix ® von

mit stetiger w-periodischer Koeffizientenmatrix £ lasst sich als
O(t) = P(t) exp(Rt)

schreiben, wobei P w-periodisch und R konstant.

Definition: Es gilt ®(t 4+ T) = ®(t)B und die Eigenwerte )\; von B heifien
charakteristische Multiplikatoren.



Floquet-Theorem (2)

Lemma: Sei ); ein charakteristischer Multiplikator, dann existiert eine
Losung

y(t+T) = \y(t) .

Stabilitat: Falls |\;| > 1, dann divergiert y(t) fir t — oo.

Numerisch:
@ Berechne Propagator U(t + T, t)
® Berechne Eigenwerte )\; von U(t + T, t)
® Falls alle Eigenwerte |)\;| < 1 — Losung stabil



Stabilitat Mathieu-Gleichung
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Stabilitat invertiertes N-Pendel

Idee: Wahle ¢, wg so, dass alle Punkte
(aaﬂ) = (_wjz/wgawjze/g) o

im stabilen Bereich liegen. 02

Hochfrequenz-Limes: wg > w2,

wjz 52 wfez
a=——5 > =55 =
wy 2 2g
w2e

(RN



Stabilitat invertiertes N-Pendel

Idee: Wahle ¢, wg so, dass alle Punkte
(aaﬂ) = (_wjz/wgawjze/g) o

im stabilen Bereich liegen. 02

Hochfrequenz-Limes: wg > w2,

2 2 4.2
S SO L -
wy 2 2g wWowj

wjze g
B="2"<045 = <0457
g
J
V2
:>—g<e<045 9

(RN



invertiertes Doppelpendel

Stabilitdatsbedingung

e flirmy = mg = m:

gVv2+v2 -2
\/7 L <0452 5

e fir beliebige Massenverhaltnisse (m; mit O verbunden):

\fv2+2 L<045( — Vi)

mit



invertiertes N-Pendel

40
Wy
(g/1)1/2
20
10

L l J

0.05

0.1 0.15 0.2
ell

D. J. Acheson, A pendulum theorem, The Royal Society (1993)



Indischer Seiltrick

LLUsIoNE R

N
EAST INDIAN
ROPE-TRICK

Worlds Most

Famous lllusion
first Time-out-of

REA IAN CON ORS
THEWORLD'S FAMOUS MYSTERY

Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Indian_rope_trick


https://en.wikipedia.org/wiki/Indian_rope_trick

Indischer Seiltrick

Eigenfrequenzen eines N-Pendels

wj:,/gj%, j=1,...,N

mit §;: j-te Nullstelle des Laguerre-Polynoms Ly (x)

Asymptotische Entwicklung von & fiur N > 1

& =~ X} /an, x1~24, xy~(N-14)n
mit y;: j-te Nullstelle der Bessel Funktion Jy(x)
Grofite/kleinste Eigenfrequenz

T
Wmin ~ 1.2 %, Winax ~ 5 (N —1/4) %



Indischer Seiltrick

Grofite/kleinste Eigenfrequenz

Wmin ~ 1.2 %, max ~ & (N — 1/a) %
Stabilitdatsbedingung
118 [g _ e _ 0.182
wo NLNNLN(N71/4)2
INL <0154k



Indischer Seiltrick

Grofite/kleinste Eigenfrequenz

/ T
Wmin ~ 1.2 %, Wmax =~ 5 (N —1/4) %

Stabilitdtsbedingung

1.18 9 . € - 0.182
wo \/NL“’NLN(N,l/‘L)2

= fur N > 1 immer schwieriger zu erfiillen



Beispiel aus der echten Welt

> Pl o) 059/254

Abbildung: Steve Mould, Upside down pendulum, youtube


https://www.youtube.com/watch?v=gnn21smGVrQ&feature=youtu.be&t=54

Vielen Dank fur die Aufmerksamkeit

Quellen
e D. J. Acheson, A pendulum theorem, The Royal Society (1993)
e Fermat's Library: A Pendulum theorem

Vortrag auf github €


https://www.youtube.com/watch?v=ncSjOWbx79I
https://github.com/michael-hartmann/inverted-pendulums
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